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概要
本稿では，Ulrich 束の導来圏的一般化として Ulrich 対象を定義する．Ulrich 束とは非常に豊富
な直線束による偏極非特異射影代数多様体 (X,OX(1)) 上に定まる特殊な層の一種である．また，
連接層の導来圏とは代数多様体上の層のコホモロジーの情報を統一的に扱うことのできる圏である．
層の Ulrich 性にはいくつかの特徴づけが知られており [ES03]，それはコホモロジー的な条件によ
る特徴づけを含んでいる．この特徴づけを用いて Ulrich性の定義を層の複体へと一般化することで
Ulrich対象を定義する．また，[ES03]における Ulrich束の特徴づけの Ulrich対象における類似の
結果や，Ulrich対象を用いた Eisenbud-Schreyer予想への応用についても紹介し，それらの証明の
概略を解説する．

1 イントロダクション
代数幾何学は，有限個の多項式の零点集合を貼り合わせて構成される代数多様体と呼ばれる幾何的対
象の性質を研究する分野である．代数多様体はその幾何的性質によってその呼び名が決まることが多
い．たとえば，標準束が自明であり，不正則数 q = 0を満たす代数曲面は K3曲面と呼ばれる．また，
射影曲面を一般の位置にある d(< 9)個の点で爆発して得られる曲面は del Pezzo曲面と呼ばれる．こ
れらの代数多様体は多様体としての性質が豊かである一方で，それらを定義する具体的な代数方程式の
形を明らかにすることは，しばしば非常に困難である．
具体的な方程式を考える上で最も単純なケースは超曲面の場合である．代数多様体が射影空間 Pn+1

k

内の超曲面であるとは，ある代数的な既約斉次多項式 F ∈ k[x0, . . . , xn] の零点集合 (F = 0)により定
義されるときをいう．このときは Beauvilleによって次のようなことが知られている：

定理 A ( [Bea00]). X ⊂ Pn+1 を次数 d の斉次方程式 F により定義される超曲面とする. このとき，
次の 2条件は同値である：

1. 正整数 r と 1次式係数行列がM が存在して F r = detM と書ける，
2. X 上の階数 r ベクトル束 E で次の線形分解を持つものが存在：

0 → OPn+1(−1)⊕rd M−→ O⊕rd
Pn+1 → E → 0．

つまり，特殊な条件を満たすベクトル束の存在性が，超曲面が “線形代数的”な表示をもつことに対
応している，ということを示している．

1.1 Ulrich束について
Eisenbudと Schreyer（ [ES03]）は，一般の射影空間に埋め込まれた非特異射影代数多様体X ↪→ PN

に対して定理 A の同値条件 2. の線形分解の長さを一般化した性質をもつ X 上の特殊なベクトル束
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を Ulrich 束と定義した．定義方程式について議論するためには，代数多様体が射影空間へどのよう
に埋め込まれているかについても固定しておかなければならないこと，代数多様体 X の射影空間へ
の埋め込みは，X 上の非常に豊富な直線束 OX(1)(または単に O(1)) を固定することに対応してい
る [Har77, Chapter II, Section 7]ことに注意する．
以上をまとめると，次のようになる：X を n次元の非特異射影代数多様体，Φ|O(1)| : X ↪→ PN をX

上の非常に豊富な直線束 O(1)による埋め込みとする．X 上の連接層 E が Ulrich束であるとは，次の
（PN 上における）線形分解が存在するときをいう：

0 → OPN (−N + n)⊕aN−n → · · · → OPN (−1)⊕a1 → O⊕a0

PN → E → 0．

（Ulrich束にはいくつかの同値な定義がある．定義 2.2と定理 2.4をみよ．）
従って，与えられたX ↪→ PN 上に Ulrich束が存在するということは，射影空間 PN の中でX が（X

に台を持つ層 E を通じて）線形代数的な情報のみによって切り出すことができるということに等しい．
従って，このような出自から Ulrich束の研究上最も重要視される点はその存在性である．次の予想は，
今日 Eisenbud-Schreyer予想と呼ばれている予想である．

予想 B (Eisenbud-Schreyer予想). 任意の非特異射影代数多様体X とX 上の非常に豊富な因子OX(1)

に対して，Ulrich束が存在する．

Eisenbud-Schreyer予想は広く肯定的な答えを持っていると考えられている．現時点で知られている
例としては，代数曲線 [ES09]，完全交叉 [HUB91]，グラスマン多様体 [CMR15] などがある．これら
の証明は完全交叉の場合は超曲面の行列因子化，グラスマンの場合は Borel-Weil-Bottの定理などそれ
ぞれの代数多様体固有の技術を用いている．そのため予想 Bの一般的な解決には遠い状況である．

1.2 連接層の導来圏と Ulrich対象について
連接層の導来圏とは， X 上の連接層の複体を対象に持つ圏であり，三角圏の一種である．代数多様
体を調べる際に導来圏を考えることは，環を調べる際に環上の加群の複体の圏を考えることに対応し
ている．連接層の導来圏は層係数コホモロジー理論の基盤言語として導入された．その後，Bondalと
Orlovによって，標準層が豊富もしくは反豊富のとき，導来圏の同値 Db(X) ∼= Db(Y )が多様体の同型
X ∼= Y を誘導することが示された．これをきっかけに代数幾何学における文脈では，主に代数多様体
の不変量として研究されてきた．
そのようにして発展してきた導来圏の理論は近年，ベクトル束や層それ自体の分類や研究にも役に立
つことが分かっている．例えば，福岡，原，石川は [FHI23] において，「次数 2以下の 3次元 del Pezzo

多様体上の階数 2 の弱ファノ束は常に分裂する」という主張を導来圏の例外生成列やその変異関手と
いった手法を用いて証明している．

[Yos25]では，そのベクトル束として Ulrich束に着目し，導来圏の理論を適用することを考える．ま
ず，Ulrich 束の導来圏への一般化として，Ulrich 対象を定義する．そのために Ulrich 束のコホモロ
ジー的特徴づけ（定理 2.4）を利用する．その定義の下で，Ulrich束の特徴づけ（定理 2.4）の部分的な
Ulrich対象における類似として，次の定理を得た．

定理 C ( [Yos25, Proposition 2.2]). (X,OX(1)) を非常に豊富な直線束による偏極非特異射影代数多



様体とし，E ∈ Db(X)を Ulrich対象，π : X → Pn を有限線形射影 (定義 2.3をみよ)とする. このと
き，次は同値である：

1. E ∈ Db(X)が Ulrich対象である．
2. π∗E ∈ ⟨OPn⟩．
3. ゼロでない任意のコホモロジー層Hi(E)が Ulrich束である．

1.3 Eisenbud-Schreyer予想への応用について
定理 Cから，Ulrich束の存在性と Ulrich対象の存在性は同値である．これを導来圏的観点から再解
釈すると，Ulrich束の存在性は次のように言い換えることができる：

O(1)⊕ · · · ⊕ O(n)が導来圏 Db(X)の生成元でない．

これを用いて次の定理を得た：

定理 D ( [Yos25,ES09]). 任意の代数曲線 C とその上の非常に豊富な因子に対して，Ulrich対象が存
在する．

代数曲線上の Ulich束の存在性は，結果としては既に [ES09]で知られていた．しかし本研究で行っ
た証明はこれまでの証明と比べ，代数多様体自体の幾何学的条件やその射影空間への埋め込みに依らな
い証明である．

本稿の内容は筆者による論文 [Yos25]に基づく．
また，本稿を通じて，k = k̄で代数閉体，X で k上定義された n次元非特異射影代数多様体，OX(1)

（または単に O(1)）によって X 上の非常に豊富な直線束を表すものとする．また，(X,OX(1))上の層
E に対し，E(i) := E ⊗ OX(i)と定める．

本稿の構成. Section 2では，Ulrich対象の定義とその特徴づけ（定理 C）を紹介し，その証明で用いられ
る技術やアイデアに関して記述する．そのために Section 2.1では Ulrich束に関する準備，Section 2.2

では導来圏に関する準備を行う．Section 3では，Ulrich束の導来圏への一般化である Ulrich対象を用
いた予想 Bへのアプローチについて紹介する．特に定理 Dの証明の概略を紹介する．

謝辞. 本研究は JST SPRING, Grant Number JPMJSP2128の助成を受けたものである．

2 Ulrich対象の定義と初等的性質
2.1 Ulrich束に関する準備
本節では，Ulrich 束に関してその基本的な定義と性質を述べる．基本的な事柄や証明について
は [CMRPL21] を参照．

定義 2.1. X 上の層 E が arithmetically Cohen-Macaulay (または単に aCM) とは，locally

Cohen-Macaulay (つまり，任意の x ∈ X に対して depth Ex = dimOX,x) かつ任意の t ∈ Z と



i = 1, . . . , n− 1 に対して Hi(X, E(t)) = 0 が成り立つときをいう.

定義 2.2. (X,O(1)) 上の正規化された (initialized) 層 E が Ulrich 束であるとは，aCM 束かつ
h0(E) = degX rk E が成り立つときをいう．

Ulrich層がどのようなものであるかを主張する特徴づけを紹介する前に，ひとつ記法を導入する．

定義 2.3. (X,O(1))に対して，射 π : X → Pn を次のように定める：

X PN

Pn,

Φ|O(1)|

π p

ここで，pは PN \X の点からの線形射影の合成であり，π := p ◦ Φ|O(1)| である．このように定められ
た π を有限線形射影 (finite linear projection)と呼ぶ.

注意. • Ulrich層は aCMであるから常にベクトル束である．実際，Auslander-Buchsbaum の公
式から，各 x ∈ X に対して

pd Ex = depthOX,x − depth Ex = 0

が成り立つ．従って，Ex は OX,x 自由加群となる．従って，Ulrich層と Ulrich束は同一の概念
であり，特に区別なくどちらの呼称も用いる．

• 有限線形射影は有限射である．
以上の準備の下，Eisenbudと Schreyerによって証明された，Ulrich束の性質を記述する特徴付けを
紹介する．

定理 2.4 ( [ES03, Proposition 2.1.]). X の埋め込みを Φ|OX(1)| : X ↪→ PN とかく．また，E を正規化
された X 上のベクトル束とする．このとき次の 4条件は同値となる：

1. E は Ulrich束である．
2. 次の分解が存在する：

0 → OPN (−N + n)⊕aN−n → · · · → OPN (−1)⊕a1 → O⊕a0

PN → E → 0．

3. Hi(E(−j)) = 0 (i ≥ 0, j = 1, . . . , n),

4. ある有限線形射影 π : X → Pn と，ある正整数mに対して，π∗E ∼= O⊕m
Pn が成り立つ.

定理 2.4の特徴づけは各々が非常に意義のある表示をしている．2つめは，Ulrich束は Beauvilleの
結果定理 Aを一般化したものであるということ，3つめは Ulrich束はコホモロジー的に特徴づけるこ
とができるということ，4つめは，Ulrich束とはある種，射影空間の構造層のような振る舞いをする層
のことであるということを示している．

2.2 導来圏に関する簡潔な復習
ここでは，Section 2.3以降で用いられる連接層の導来圏に関する基本的事項や記法・約束について簡
単に述べる．より正確には，また，証明については [Huy06,上戸 20]を参照．



X を n次元の非特異射影代数多様体とし，Db(X) := Db(Coh(X))を連接層の有界導来圏とする (右
肩の bは有界を表す boundedの bである)．導来圏の対象 E ∈ Db(X)は実体としては次のような連接
層の複体である：

E :
(
· · · d

−2

→ E−1 d−1

→ E0 d0

→ E1 d1

→ E2 d2

→ · · ·
)
.

ここで，各 Ei は X 上の連接層であり，各 i ∈ Zに対して di ◦ di−1 = 0を満たす．また，複体が有界
であるとは，|i| ≫ 0に対し，Ei = 0が成り立つときをいう．
導来圏の対象 E に対して，層の複体としての i 次コホモロジー層を Hi(E) ∈ Coh(X) と書き，

(通常の意味での，つまり層コホモロジーの導来圏の対象への一般化の) コホモロジー群を Hi(E) :=

Hi(RΓ(E)) ∈ Vecと書く．ここで，RΓ : Db(X) → Db(Vec)は大域切断関手の右導来関手である．
また，E,F ∈ Db(X)に対して Exti(E,F ) := Ri Hom(E,F ) と定める．このとき，

Exti(E,F ) = Hom(E,F [i])

が成り立つ．ここで，F の i 次シフト F [i] とは，(F [i])j = F j+i, djF [i] = (−1)idj+i
F によって定義

される対象である．各 Hom(E,F ) は有限次元の k ベクトル空間である．簡単のため hom(E,F ) :=

dimHom(E,F )と略記する．
次に，導来圏の部分圏と生成について定義と記法を導入しておく：

定義 2.5. C ⊂ D を充満部分圏，Ωを三角圏 D の対象からなる部分集合（もしくは部分圏）とする．

1. C の（D内での）thick閉包とは，C の対象を含み，直和因子で閉じているような最小の部分三角
圏である．また，C の thick閉包を thick C と書く.

2. 部分三角圏 C が thickであるとは，C = thick C が成り立つときをいう．また，C を含む最小の
thick部分三角圏を ⟨C⟩で表す．

3. Ωを含む D の最小の thick部分三角圏を ⟨Ω⟩とかく．

もうひとつ記法を導入する：Ωを三角圏 Dの対象からなる部分集合（もしくは部分圏）とする．この
とき Ωの右直交部分圏 ⟨Ω⟩⊥ を次で定める：

⟨Ω⟩⊥ := {E ∈ D | RHom(X,E) = 0, ∀X ∈ Ω}

= {E ∈ D | RHom(X,E) = 0, ∀X ∈ ⟨Ω⟩}.

2つ目の等号は自明ではないが容易である．
次に，導来圏もしくはより一般の三角圏における半直交分解と例外列について復習しておく．半直交
分解とは導来圏の “既約分解”ともいえる概念であり，導来圏をより小さい三角圏に分割していくため
の議論である．

定義 2.6. D を三角圏とする．充満部分圏の列 {C1, . . . , Cl}が D の半直交分解であるとは，次の 2条
件を満たすときをいう：

(1) m > nに対して，Hom(Cm, Cn) = 0.

(2) 任意の対象 D ∈ D に対して，Cone(Di → Di−1) ∈ Ci であるような次の列が存在する

0 = Dl → Dl−1 → · · · → D1 → D0 = D．



充満部分圏の列 {C1, . . . , Cl}が D の半直交分解を与えるとき，D = ⟨C1, . . . , Cl⟩と書く．

例外生成列は半直交分解の中でも最も単純な構造をもつ半直交分解である．ざっくりといえば，例外
生成列の各成分である例外対象はベクトル空間における長さ 1 のベクトル（の張る部分空間）に対応
し，例外生成列はベクトル空間の正規直交基底に対応する概念である．

定義 2.7. D を三角圏，E を D の対象とする. E が例外対象であるとは，次の条件を満たすときを
いう：

hom(E,E[i]) =

{
1 (i = 0),

0 (i ̸= 0).

定義 2.8. (順序付き) 例外対象の列 (E1, . . . , En) ⊂ D が例外列であるとは，任意の j < i なる
i, j ∈ {1, . . . , n}と任意の k ∈ Zに対して，

Hom(Ei, Ej [k]) = 0

が成り立つときをいう．また，例外列 E = (E1, . . . , En)が例外生成列であるとは，Eが導来圏全体を
シフトと拡大によって生成するときをいう．

例 2.9 ( [Bei78]). 射影空間 Pn の導来圏 Db(Pn)上には次の例外生成列が存在する：

Db(Pn) = E := (O,O(1), . . . ,O(n))．

この例外生成列は，Beilinsonの例外生成列と呼ばれる.

2.3 Ulrich対象の定義と初等的性質
準備が整ったので，Ulrich束の導来圏への一般化として Ulrich対象を定義する．定理 2.4における

Ulrich層のコホモロジー的特徴づけを用いて複体の Ulrich性を定めることを考える．正確には，次の
ような定義をする：

定義 2.10. X を n次元非特異射影代数多様体，O(1)をX 上の非常に豊富な因子，E を導来圏Db(X)

の対象とする．E が (偏極 O(1)に関して)Ulrich対象であるとは，各 i ∈ Zと 1 ≤ j ≤ nに対して次
が成り立つときをいう：

Hi(E(−j)) = 0.

この定義の下，定理 2.4の部分的な類似として次の特徴付けを得た：

命題 2.11. 定義 2.10と同じ設定の下，E ∈ Db(X)を Ulrich対象とする．また， π : X → Pn を有限
線形射影 (定義 2.3)とする．このとき，次は同値である：

1. E ∈ Db(X)が Ulrich対象である．
2. π∗E ∈ ⟨OPn⟩．
3. ゼロでない任意のコホモロジー層Hi(E)が Ulrich束である．

Outline of the Proof. 詳細な証明は書かないが，その証明のアイデアと主な手法についてコメントして
おく．



(1)⇒ (2) 定義から，Ulrich対象は π によって {OPn(1), . . . ,OPn(n)}の右直交部分圏に入るが，
ここで Beilinsonの例外生成列を用いれば主張が従う．
(2)⇒ (3) π が有限射であることと，射影空間 Pn の構造層が例外対象であることを用いれば，
Eisenbud-Schreyerによる特徴づけ定理 2.4の条件 4.を満たすことが分かる．
(3)⇒ (1) 複体のコホモロジーを各コホモロジー層のコホモロジーを用いて分割するスペクトル
系列

Ep,q
2 = Hp(Hq(E)(−j)) =⇒ Hp+q(E(−j))

を用いればよい．

上の定理から，導来圏の一般化を考えても真に新しいものは生まれないということが推測されるが，
Ulrich対象であって，Ulrich束でないものは存在する．それは Ulrich束の間の高次の拡大に対応する
複体である米田拡大と呼ばれる技術を用いて構成されるが，本稿ではこれ以上説明をしないことにす
る．つまり，Ulrich対象へ一般化して考えることは，Ulrich束に加え，Ulrich束の間の高次の拡大まで
の情報を統一的に扱う対象のクラスを考えることにするということである．

3 Eisenbud-Schreyer予想への応用
命題 2.11から，(X,O(1))上に Ulrich対象 E が存在すれば，そこからゼロでないコホモロジー層を
取ることで Ulrich層を構成することができる．逆に，定義より自明に Ulrich層は Ulrich対象である．
従って，Ulrich層の存在性と Ulrich対象の存在性は同値となる．導来圏の対象 E ∈ Db(X)が Ulrich

であることと E が部分圏 ⟨{O(1), . . . ,O(n)}⟩⊥ に入っていることは同値であったから，Ulrich束の存
在性と ⟨{O(1), . . . ,O(n)}⟩⊥ ̸= 0は同値である．
この直交成分がゼロかそうでないかという条件は導来圏において重要な意味がある．その意味を明ら
かにするために，導来圏の生成元の概念を導入する必要がある．

3.1 導来圏の生成元
定義 3.1. Dを三角圏，Ωを三角圏Dの対象からなる部分集合（もしくは部分圏）とする．このとき，Ω
が

1. 古典的生成元であるとは，⟨Ω⟩ = D が成り立つときをいい，
2. 弱生成元 (もしくは単に生成元)であるとは，⟨Ω⟩⊥ = 0が成り立つときをいう.

ここで，

⟨Ω⟩⊥ = {E ∈ D | RHom(X,E) = 0, ∀X ∈ ⟨Ω⟩}

= {E ∈ D | RHom(X,E) = 0, ∀X ∈ Ω}.

であったことを思い出すと，古典的生成元は弱生成元である．しかし，一般に逆は成り立たない．

例 3.2. X を代数多様体とする．このとき Ω = {k(x)}x∈X とすると，Ωは連接層の導来圏 Db(X)の
弱生成元であるが古典的生成元ではない．



次に古典的生成元の性質をいくつか紹介する．例 3.2は弱生成元の例でもあったが，古典的生成元の
例としては次のようなものがある．

定理 3.3 ( [Orl09, Theorem 4.]). X を n次元の非特異射影代数多様体，O(1)をX 上の非常に豊富な
直線束とする．このとき，G = OX ⊕ OX(1)⊕ · · · ⊕ OX(n) は Db(X)の古典的生成元である．

命題 3.4 ( [Sta18, Tag 09SR], [Nee92]). D を任意の直和を含む三角圏とし，Gを D のコンパクト対
象であるとする．このとき，次は同値である：

1. G は Dcpt の古典的生成元かつ D がコンパクト生成，
2. Gが D の生成元.

我々の考える代数幾何学的設定においては，「任意の直和を含む三角圏」として準連接層のなすアー
ベル圏の非有界導来圏 D(Qcoh(X)) をとることを念頭に置いている．このとき，代数多様体 X が非
特異であれば，Dcpt = D(Qcoh(X))cpt = Perf(X) = Db(X)が成り立つ．

3.2 定理 D の証明
本節では，定理 Dの証明の概略について述べる．その前に定理の主張を再掲する．

定理 3.5. Φ|OC(1)| : C ↪→ PN を滑らかな代数曲線 C の非常に豊富な直線束 OC(1)による埋め込みと
する．このとき，(C,OC(1))上に Ulrich対象が存在する．

証明のアイデアは以下のとおりである：
Ulrich束は代数多様体とその埋め込みのペアに対して定義される概念であった．定理 3.3 から，射影
代数多様体に対して埋め込みを固定することは導来圏の古典的生成元をひとつ固定することであると考
えることができる．従って，Ulrich束の存在性問題に導来圏の生成性に関する議論を使うには弱生成元
のまま考えるより，古典的生成元となにかしらの関係付けを行う方がよいように見える．
本証明ではまず，理想的な条件の下，弱生成元と古典的生成元の概念が同値であることを示す．そう
すれば Ulrich束の存在証明は，三角圏 ⟨{O(1), . . . ,O(n)}⟩が三角圏 Db(X)全体に一致しないことを
証明することに帰着できる．そのためには，いずれかの三角圏としての不変量を比較すればよい．これ
が純導来圏的な議論によって Ulrich束の存在性を証明するためのアイデアである．

命題 3.6. C を代数曲線とし，G ∈ Db(C)とする．Gが Db(C)を弱生成するとき，Gは Db(C)を古
典的に生成する．

Outline of the Proof. 証明に用いる材料は主に 3つである：

1. 命題 3.4．これを用いて古典的生成性の証明を “大きい” 三角圏の生成性を証明することに帰着
させる．

2. ホモトピー余極限．帰納極限の概念の導来圏における類似である． 正確な定義は [Sta18, Tag

0A5K] を参照のこと．これを用いて “大きい” 三角圏の対象を “小さい” 三角圏の対象で近似
する．

https://stacks.math.columbia.edu/tag/09SR
https://stacks.math.columbia.edu/tag/0A5K
https://stacks.math.columbia.edu/tag/0A5K


3. 対象の分裂．アーベル圏 Aの大域次元が 1以下のとき，任意の Db(A)の対象 E は

E ∼=
⊕
i

Hi(E)[−i]

とかける．

Proof of 定理 3.5. 命題 3.6から，O(1) ∈ Db(C)の生成する三角圏が導来圏全体でないことを証明す
ればよい．
そのためには，O の生成する導来圏が全体でないことをいえばよい．ここで，O は安定層であるか
ら，rkK0(⟨O⟩) = 1である．一方，2 = rkK0(D

b(C))であるから，
2 = rkK0(D

b(C)) > rkK0(⟨OC⟩) = 1

となり示された．
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